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求有向图的所有 Euler回路算法

牟  廉  明
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  摘  要: 首先利用图的深度优先搜索方法给出了有向图为强连通图的判定算法, 然后利用图的广度优先搜索

方法给出了有向图是欧拉图和有向边是桥的判定算法,最后给出了求有向图的所有欧拉回路算法, 并通过实例验

证了算法的有效性. 从而有效地解决了欧拉回路的判定、计数和求解问题.

关键词: Euler回路;回溯法; 深度优先搜索; 广度优先搜索

中图分类号: O157. 5 文献标识码: A 文章编号: 1671- 1785( 2008) 02- 0011- 04

1 引言

经过有向图中所有弧一次且仅一次的有向回路称为有

向欧拉回路, 含有欧拉回路的图称为欧拉图 [ 1] . 欧拉回路在

计算机鼓轮设计 (模数转换 )、中国邮递员等问题中有广泛应

用. 对于欧拉回路问题,从四个层次来理解: 一是如何判断一

个有向图中是否含有欧拉回路? 二是如何找出一条欧拉回

路? 三是存在多少欧拉回路? 四是如何找出所有欧拉回路?

对于第一个问题欧拉已经给出判定的充要条件 [ 1] , 第二个问

题数学家 F leury在 1921年给出了求解算法 [ 2] , 对于第三和

第四个问题却很少有人讨论,

T om�Í Dvo r%�k[ 3- 4]研究了特殊的完全二部图的欧拉回路构

造问题. 本文全面深入探讨欧拉回路的四个问题, 首先借助

图的深度优先搜索方法 ( DFS)设计了有向图是强连通图的判

定算法, 然后利用图的广度优先搜索方法 [ 5] ( BFS)给出了有

向图是欧拉图和有向边是桥的判定算法, 最后利用 F leury算

法和回溯法的思想给出了求解有向图的所有欧拉回路算法,

并用实例验证算法的有效性.

2 强连通有向图的判定算法

根据有向欧拉图判定的充要条件, 有向图存在欧拉回路

的前提条件是有向图为强连通图.下面利用有向图的 DFS算

法和标号法给出有向图为强连通图的判定算法.其主要思想

是在同一有向回路上的标号相同,且等于回路上最小的访问

次序. 记: v isited( u)为顶点 u是否被访问, fathe r( u)为顶点 u

的父结点, stack( u)为 u是否在栈 S中, num ( u)为被访问的

次序; m a rk( u)为 u的标号, out( u)为顶点 u的出边集中未被

访问的边集; S. top( )为取栈顶, S. push为入栈, S. pop( )为出

栈. 在以下每个算法中含义相同.

算法 1 判断一个有向图 D是否为强连通图算法 Judge-

Con( D )

输入:有向图 D

输出:是否为强连通图

Beg in

1. wh ile( uI V( D) ) { / /对所有顶点和标号变量初始化.

2.  v isited( u) = 0; father( u) = 0; stack( u) = 0; }

3. w hile( eI E( D) ) { / /对所有边初始化为未访问

4.  v isited( e) = 0; }

5.  i= 1; C = <, in itia lize( S); / /初始化变量和栈

6.任取一顶点 rI V( D ) {

  u= r; num ( u) = ;i ma rk( u) = ;i S. push( u ); stack

( u) = 1; }

7. w hile( SX < ) {

8.  u= S. top( ) ;

9.  w hile( out( u) X < ) { / /u存在未被访问的出边;

10.  任取弧 < u, v> I out ( u); v isitd( < u, v> ) = 1;

11.  if v is ited( v) = 0{

12.  i= i+ 1; num( v) = ;i m ark( v) = ;i father( v) = u;

  visited( v) = 1; S. push( v); stack( v) = 1; u= v; }

13.  e lse {

14.   if num ( v) < num ( u) && stack( v) = 1 {

15.    mark( u) = m in{m ark( u), num ( v) } } / /End of if

16.  } / /End o f wh ile

17. u= S. top( );

18. if ma rk( u) = num ( u) { / /标号等于次序,进栈并判断

19.  C = CG { u};

20.  if C = V ( D ) { return( D是强连通图 ) ; }

21.  e lse { return( D不是强连通图 ); } } / /End o f if

22. if fa ther( u) X 0{

23.  m ark( father( u) ) =m in{mark( father( u) ), mark( u) };
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24.  C= CG S. pop( ); }

25. else {

26.  if(v vI V( G ) && v isited( v) = 0) {

27.   return( D不是强连通图 ); } / /End of if

28. } / /End o fw hile

END

根据深度优先搜索的特点,该算法的时间复杂度为 O ( |

E( D ) | ), E( D )为有向图 D的边集.

3 有向欧拉图判定算法

在有向图 D是欧拉图的充要条件中不仅要求 D是强连

通图, 还要求每个顶点的入度都等于出度. 因为强连通图的

广度优先搜索方法 ( BFS)所经过的边构成一棵包含所有顶点

的外向树. 下面利用有向图的 BFS来构造判定算法. 记: d-

( u)为顶点 u的入度, d+ ( u)为顶点 u的出度, + ( u)为顶点

u未被访问的后继顶点集合, Q. push为入队, Q. pop( )为出

队, Q. front为取队头.在以下每个算法中含义相同.

算法 2 判断一个强连通图 D是欧拉图算法 JudgeEuler( D )

输入: 强连通图 D

输出: 是否为欧拉图

Beg in

1. wh ile( uI V( D ) ) { / /所有顶点标记为未访问

2.  v isited( u) = 0; }

3. in itia lize( Q ); / /初始化队列

4.任取一顶点 uI V( D ) {

5.  v isited( u) = 1; / /标记为已访问

6.  if d- ( u) = d+ ( u) { Q. push( u); }

7.  e lse{ re turn( D不是欧拉图 ); } }

8. wh ile( QX < ) {

9.  v= Q. front( ) ; / /取队头元素

10.  Q. pop( ) ; / /队头元素出队

11.   w hile( + ( v ) X < ) {

12.   v isited( w ) = 1; / / wI + ( v)标记为已访问

13.   if d- ( w ) = d+ ( w ) { Q. push( w) ; }

14.   else{ return( D不是欧拉图 ); }

15.  } / /End o fw hile

16. } / /End o fw hile

17. return( D是欧拉图 ) ;

End

根据有向图的广度优先算法的特点,该算法的时间复杂

度为 O( |V ( D ) | ),其中 V( D )为 D的顶点集.

4 有向边为桥的判定算法

F leury算法的本质就是在边的遍历过程中要尽量 /避

桥0,因此下边给出判断有向边为桥的算法 .有向图 D1中的一

边有向边 < u, v>是否为桥,即判断是否存在从 v到 u的有向

通路, 如果没有就是桥,有就不是桥. 而且以 v为起点的广度

优先搜索所对应的外向树即反映了从 v到其余各顶点的有

向路径. 所以用 BFS算法构造判定算法如下.

算法 3 判断有向图 D1中有向边 < u, v>是否为桥的算

法, JudgeB ridge( D1, < u, v> )

输入:有向图 D
1
,有向边 < u, v>

输出: < u, v>是否为桥

Beg in

1. if ( d- ( u) = 0) { / /只能走这边,故判定为不是桥

2.  retu rn( < u, v>不是桥 ); }

3. else {

4.  if ( d+ ( v) = 0) { return( < u, v>是桥 ); } }

/ /不满足前两种特殊情况就用下面的判定方法

5. wh ile( rI V ( D1 ) ) { v isited( r) = 0; } / /标记 D1中所有

顶点未访问

6. initialize( Q ); / /初始化队列

7. v isited( v) = 1; / /标记起点 v为已被访问, 从 v开始广

度遍历

8. Q. push( v); / /进队

9. w hile( QX < ) {

10.  w = Q. front( ); / /取队头

11.  Q. pop( ); / /队头元素出队

12.  wh ile( + ( w) X < ) {

13.   v is ited( s) = 1; / / sI + ( v )标记为已访问

14.   if s= u { retu rn( < u, v>不是桥 ); }

15.   e lse{ Q. push( s); } } End of wh ile

16. }End o f wh ile

17. return( < u, v>是桥 );

End

根据有向图的广度优先算法的特点, 该算法的时间复杂

度为 O( |V ( D1 ) | ),其中 V ( D1 )为 D1的顶点集.

5 求有向欧拉图的所有欧拉回路算法

算法 1和算法 2给出了判断一个有向图是否为欧拉图的

方法,算法 3给出了判断有向边是否为桥的算法, 下面利用

回溯法思想构造求解有向欧拉图的所有欧拉回路算法. 记:

e+ ( S, u)为顶点 u的出边不在栈 S中的集合; getfrom ( e)为取

有向边 e的起点; getto ( e)为取有向边 e的终点; e+ ( D
1
, k)为

顶点 k在有向图 D1中的出边集; next( e+ ( D1, k) )为取边集

e+ ( D1, k)的下一条边.

算法 4 求有向欧拉图的所有欧拉回路算法 Eu lerCyc les

( D )

输入:有向欧拉图 D

输出:所有的欧拉回路

Beg in

1. w hile( eI E( D) ) {

2.  v isited( e) = 0; stack( e) = 0; } / /初始化

3. initialize( S); D1= D; / /初始化变量和栈

4.任取一顶点 uI V ( D )作为起点;

5. w hile( e+ ( S, u)存在未被访问的边 ) {

6.  取一条 e+ ( S, u)中未被访问的边 < u, v> ;

7.  s. push( < u, v> ; v isited( < u, v> ) = 1; stack( < u,

v> ) = 1;

  D 1= D1- { < u, v> }; e
+
( D1, u) = e

+
( D1, u) - { < u, v> };
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8. W hile ( SX < ) {

9.  e= S. top; / /取栈顶元素

10.  k= ge tto( e) ;

11.  w hile( e+ ( D1, k) X < ) {

12.   < k, t> = first( e+ ( D
1
, k) ); / /取第一条边

13.   if JudgeBr idge( D1, < k, t> ) { < k, t> = next( e+

( D1, k) ); }

14.   else { / /边不是桥就进栈

15.   S. push( < k, t> ); V is ited( < k, t> ) = 1; stack

( < k, t> ) = 1;

    e+ ( D1, k) = e+ ( D 1, k) - { < k, t> } ; D1 = D1

- { < k, t> } ; }

16.   } / /End o f if

17.  } / /End o fw hile

18.  outpu t( S) / /所有边进栈,输出一条有向欧拉回路

19.  m = S. top( ) ; p= getfrom ( m ); / /取栈顶元素

20.  Wh ile ( e+ ( S, p)中未被访问的边集为空 ) {

21.   m = S. pop( ) ; p= getfrom ( m ); / /退栈

e+ ( S, p)中的边恢复为未访问;

v isited( m ) = 0; stack ( m ) = 0; e+ ( D
1
, p ) = e+

( D1, p) G {m };

   D1= D1G {m}; } End ofwhile

22.    if SX < {取 e+ (D
1
, p)中一条未被访问的边入栈; }

23.   }End o f wh ile

24.  }End o f while

25. }End o f while

该算法的时间复杂度为 O( |E ( D ) |* |m ( D ) |* |V ( D )

| ), 其中 m( D )为 D中有向欧拉回路的条数.

6 实例分析

  计算机鼓轮设计就是要将鼓轮表面分成 16个扇区 , 每

块扇区用导体或绝缘体制成, 四个触点与扇区接触时, 接触

导体输出 1,接触绝缘体输出 0. 鼓轮顺时针旋转,触点每转过

一个扇区就输出一个二进制信号. 问鼓轮上的 16个扇区应

如何安排导体或绝缘体, 使得鼓轮旋转一周, 触点输出一组

不同的二进制信号? 按照题目要求, 鼓轮的 16个位置与触

点输出的 16个四位二进制信号应该一一对应, 亦即 16个二

进制数排成一个循环序列, 使每四位接连数字所组成的 16

个四位二进制子序列均不相同. 这个循环序列通常称为笛波

滤恩序列.该问题对应着在图 1中找出有向欧拉回路, 由回

路中每条边对应码的第一个符号构成的循环序列就是所求

结果.

图 1 有向图
  根据算法 1和算法 2利用 MATLAB编程判断该图为有

向欧拉图,根据算法 4利用 MATLAB编程算出该问题所有的

16种设计方案,如表 1所示.

表 1 欧拉回路

序号 有向欧拉回路 对应设计方案
1 e0 e1 e3 e7 e15 e14 e13 e11 e6 e12 e9 e2 e5 e10 e4 e8 0000111101100101
2 e0 e1 e3 e7 e15 e14 e13 e10 e5 e11 e6 e12 e9 e2 e4 e8 0000111101011001
3 e0 e1 e3 e7 e15 e14 e13 e10 e4 e9 e2 e5 e11 e6 e12 e8 0000111101001011
4 e0 e1 e3 e7 e15 e14 e12 e9 e2 e5 e11 e6 e13 e10 e4 e8 0000111100101101
5 e0 e1 e3 e6 e13 e11 e7 e15 e14 e12 e9 e2 e5 e10 e4 e8 0000110111100101
6 e0 e1 e3 e6 e13 e10 e5 e11 e7 e15 e14 e12 e9 e2 e4 e8 0000110101111001
7 e0 e1 e3 e6 e13 e10 e4 e9 e2 e5 e11 e7 e15 e14 e12 e8 0000110100101111
8 e0 e1 e3 e6 e12 e9 e2 e5 e11 e7 e15 e14 e13 e10 e4 e8 0001110010111101
9 e0 e1 e2 e5 e11 e7 e15 e14 e13 e10 e4 e9 e3 e6 e12 e8 0000101111010011
10 e0 e1 e2 e5 e11 e7 e15 e14 e12 e9 e3 e6 e13 e10 e4 e8 0000101111001101
11 e0 e1 e2 e5 e11 e6 e13 e10 e4 e9 e3 e7 e15 e14 e12 e8 0000101101001111
12 e0 e1 e2 e5 e11 e6 e12 e9 e3 e7 e15 e14 e13 e10 e4 e8 0000101100111101
13 e0 e1 e2 e5 e10 e4 e9 e3 e7 e15 e14 e13 e11 e6 e12 e8 0000101001111011
14 e0 e1 e2 e5 e10 e4 e9 e3 e6 e13 e11 e7 e15 e14 e12 e8 0000101001101111
15 e0 e1 e2 e4 e9 e3 e7 e15 e14 e13 e10 e5 e11 e6 e12 e8 0000100111101011
16 e0 e1 e2 e4 e9 e3 e6 e13 e10 e5 e11 e7 e15 e14 e12 e8 0000100110101111

结语

文中针对欧拉回路问题的四个方面应用有向图的 DFS

和 BFS算法分别设计了强连通有向图判定算法, 有向欧拉图

判定算法以及有向边为桥的判定算法, 在此基础上给出了求

有向欧拉图的所有欧拉回路算法, 并对算法复杂度进行了分

析, 比较彻底有效地解决了欧拉回路的判定、计数和求解问

题. 对算法略加修改也可求半欧拉图的所有欧拉通路和无向
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欧拉图的所有欧拉回路,为欧拉图的进一步应用奠定了基础.
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An A lgorithm for Finding All Euler Cycles in D igraph
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  Abstract: F irstly the judge-a lgo rithm whether a digraph is com plete connected graph is designed by the depth-first-search algo-

rithm o f digraph. Second ly the judge-a lgor ithm whether a d ig raph is Euler g raph is designed, the judge-algor ithm whethe r a d irec ted

edge is br idge is designed by the breadth- first-search a lgo rithm o f d ig raph. Lastly the a lgo rithm to output allEu le r cyc les in the d ig raph

is constructed. The a lgo rithm ic va lidity is va lida ted by examp le. Judgm ent, count and output o f Euler cycle are e ffectually so lved.

  Key words: Eu ler cyc le; Retractable m ethod; depth-first- search; breadth-first- search
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